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многоканальности, сформулированного В.С. Кулеба-
киным.
Для более эффективного использования выраже-
ния (10) можно, например, вместо заданных анали-
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В представленій роботі 
досліджується вплив температури 
на швидкості поширення теплової 
і механічної хвиль в узагальненій 
зв’язаній динамічної задачі 
термопружності для півпростору
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В представленной работе иссле-
дуется влияние температуры на 
скорости распространения тепло-
вой и механической волны в обобщен-
ной связанной динамической задаче 
термоупругости для полупростран-
ства
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In the presented work is investigated 
the influence of temperature on thermal 
and mechanic waves in half-space in a 
generalized constrained dynamic task 
of thermoelasticity 
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Рассматривается задача о распространении пло-
ских механических и тепловых волн в полупростран-
стве. В теории упругости известны скорости рас-
пространения тепловой и механической волн. При 
взаимном влиянии температурной и механической 
волны характер движения и скорости волн меняются 
вследствие взаимного их влияния друг на друга. Най-
дены числовые значения термоупругих волн и приве-
дено числовое сравнение с чисто упругими скоростями 
распространения механической (поперечной) и тепло-
вой (продольной) волны. 
Постановка задачи термоупругости в напряжениях 
рассматривалась в [3], причем решение было получено 
методом интегральных преобразований. В представ-





Для определения поля температур и деформаций 
в рассматриваемом полупространстве воспользуемся 
системой уравнений:
Уравнения системы (1) описывают соответственно 
уравнение движения, соотношение между напряжени-
ем и деформацией, плотность энтропии, плотность те-
плового потока, а также уравнение теплопроводности, 
которое учитывает скорость распространения тепла.
Здесь k T cT= +( ) − −0 1 13 2λ µ α ρ , η = −T c0 1 , Т –
температура среды, u – перемещение вдоль оси х, 
σ – напряжение, S – энтропия на единицу массы, q – 
тепловой поток, ρ – плотность, λ, µ – адиабатические 
коэффициенты Ламе, τr – время релаксации теплового 
потока, λr - коэффициент теплопроводности изотроп-
ного тела, αT - температурный коэффициент линейного 
расширения изотропного тела, с – теплоемкость.
Разрешим систему (1) относительно температуры 
T(x, t) и напряжения σ(x, t). Продифференцируем перм-
вые три уравнения, чтобы исключить перемещение u(x, 
t) и энтропию S(x, t).
σ ρxx ttxu=
σ λ µ ρtt xtt ttu k S= +( ) −2                      (2)
S T k utt tt xtt= +
− −η η1 1
Подставив значение величины Stt во второе из по-
лученных уравнений, получим:
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Из последних двух уравнений системы (1) исклю-
чим тепловой поток q(x,t). Продифференцируем по 
времени уравнение, описывающее плотность теплово-
го потока, системы (1).
− =q T Sxt ttρ 0
Также продифференцируем по х последнее уравне-
ние системы (1).
 
τ λr tx x t xxq q T+ = −
или
τ ρ λr tx tt t xxq T S T+ = −0
Тогда получим:
τ ρ ρ λr tt t t xxT S T S T0 0 0+ − =                    (4)
Найдем значение St через T и σ, для этого исключим 
































Учитывая (11) исключим значения энтропии St и Stt 
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Мы перешли от системы уравнений (1) к системе из 

























































Полученная система уравнений (7) описывает поля 
температур и деформаций в термоупругом простран-
























 – отношение скорости звуковой волны к
σ ρ
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 скорости тепловой волны.  
cl - скорость распространения звуковой (продоль-
ной) упругой волны.
cq - скорость распространения тепловой (попереч-
ной) упругой волны.
Тогда уравнения системы (3) примут вид:
(8)















Выполнив некоторые элементарные преобразова-
ния в системе (8) и опустив черточки над переменны-
















































Предполагается, что на границе полупространства 
мгновенно приложены либо постоянное напряжение, 
либо постоянная температура.
Следует отметить, что полагая cq → ∞, то есть ско-
рость распространения тепла бесконечна, получаем 
значение параметра τ0=0, следовательно, из (9) полу-
чаем математическую модель классической задачи 
термоупругости (без учета скорости распространения 
тепла). Если же положить параметр связности ε=0, 
то получаем несвязанную задачу термоупругости, в 
которой напряжение и температура рассматриваются 
отдельно.
Решение
Структура системы уравнений (9), описывающая 
задачу распространения механических и тепловых 
волн в полупространстве, такова, что в ней явно не 
выделены волновые операторы, поэтому необходимо 
решать задачу о собственных числах, чтобы выделить 
волновые операторы.
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Это позволяет переписать систему уравнений (1) 
в виде:
(12)
∂ +( ) = ∂

















Найдем собственные числа и вектора матрицы А, 
компонентами которой являются коэффициенты :










Собственные числа матрицы А вычисляются по 
формулам:
(14)λ1 2
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Запишем уравнения (12) в матричной форме:
 



















Здесь f, g – новые искомые функции. Подставляя 
(17) в (16) получаем:
∂ = ∂t xAUY UY
2 2
                           (18)
Умножая (18) слева на обратную матрицу U-1 име-
ем:
∂ = ∂−t xU AUY Y
2 1 2















приходим к матричному уравнению:
∂ = ∂x tY Y





















































































































В развернутой форме это уравнение дает два ска-
лярных уравнения:
λ1
2 2∂ = ∂t xf f   λ2











переходя к стандартным формам волновых урав-
нений:
a f fx t1
2 2 2 0∂ − ∂ =                             (24)
a g gx t2
2 2 2 0∂ − ∂ =
Таким образом, мы заменили два связанных урав-
нения (10) на систему из двух независимых уравнений 
(24). Решая уравнения (24) относительно функций f и 
g, мы можем вернуться к прежним искомым функциям 
при помощи преобразования (17), которое в разверну-
той форме имеет вид:
σ = +a f a g12 12
   (25)
T a f a g= −( ) + −( )λ λ1 11 2 11
Кроме матрицы A, рассмотрим также матрицу В, 











Это позволяет переписать уравнения в следующей 
матричной форме:
 
∂ = ∂ + ∂t x tAX X BX
2 2
                      (27)
Подставим в (27) преобразование (17), получим:
∂ = ∂ + ∂t x tAUY UY BUY
2 2
                 (28)
Умножая (28) слева на U-1 и вводя обозначение:
D U BU= −1                              (29)
имеем:
∂ = ∂ + ∂t x tY Y DY
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11 2 11= − =
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В развернутом виде матричное уравнение заменя-
ется на два уравнения:
λ1
2 2
11 12∂ = ∂ + ∂ + ∂t x t tf f d f d g λ2
2 2
21 22∂ = ∂ + ∂ + ∂t x t tf f d f d g   (34)
С учетом (23) окончательно имеем:
a f f d f d gx t t t1
2 2 2
1 2∂ − ∂ = ∂ + ∂ a g g d f d gx t t t2
2 2 2
1 2∂ − ∂ = − ∂ − ∂   (35)




12= − = −, .
Следует отметить, что теперь мы имеем две функ-
ции f(x,t) и g(x,t), каждая из которых описывает фронт 
продольной и фронт поперечной волны. Кроме того 
мы получили конкретные значения скоростей рас-
пространения продольной (а1) и поперечной (а2). В 
отличие от с1 и сq , которые являются чисто упругими 
скоростями, то есть описывают значения скоростей 
без учета влияния температуры, новые полученные 
значения скоростей фронтов волн а1 и а2 учитывают 
тепловое влияние на распространение волн.
После решения уравнений (35) вновь возвращаем-
ся к исходным искомым функциям при помощи преоб-
разований (25).
Для решения полученных уравнений (35) приме-
няем методику асимптотико-группового анализа[4]. 
Наиболее интересными являются задачи о внезап-
но приложенном на границе напряжении, либо темпе-
ратуре. При этом будет  σl≠0 и (или) Tl≠0 , и γ=0, а также 
σi=0, Ti=0 (i=2,3,..).
Результат
В процессе перехода от системы уравнений (1) к 
системе волновых уравнений (35) мы разделили две 
функции, описывающие распространение фронта те-
пловой волны f(x,t) и распространение фронта темпе-
ратурной волны g(x,t). А также нашли значения новых 
термоупругих скоростей распространения фронтов 
тепловой и температурной волны а1 и а2. В отличие 
от скоростей чисто упругих волн эти значения учиты-
вают взаимное влияние распространения тепловой и 
температурной волн. Ниже приведена таблица полу-
ченных данных для некоторых металлов и сплавов. 
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Таблица 1
Значения реальных скоростей фронтов продольных и поперечных упругих волн, их приведенные безразмерные 










ный 6,1802 4,4358 1,3933 1,0000 0,7177 1,03381 0,70128
Бетон 2,6131
































Дюралюминий катаный 5,8534 3,9528 1,4808 1,0000  0,6753 1,02991 0,66230
Каучук 0,2008 0,1841 1,0911 1,0000  0,1687 1,07344 0,86245
Кварцевая нить 5,4278 2,4626 2,2041 1,0000  0,4537 1,01837 0,45003
Латунь холоднотянутая про-
катная 3,8347 2,6247 1,4610 1,0000  0,6845 1,03068 0,67078
Латунь корабельная канатная 4,4273 3,3211 1,3331 1,0000  0,7501 1,03746 0,73035
Медь холоднотянутая про-
катная 4,4171 2,9659 1,4893 1,0000  0,6715 1,02960 0,65874
Свинец 1,3681 0,8320 1,6443 1,0000  0,5060 1,02520 0,59921



















Титан 1,9213 1,3175 1,4583 1,0000
0,6857
1,03079 0,67198














Цинк катаный 3,7379 2,3023 1,6236 1,0000 0,6159 1,02567 0,60658










Бронза БрМц5 (для топок 
котлов)
3,6677 1,1212 3,2713 1,0000 0,3057 1,01452 0,30436
Бронза БрКМц3-1, БрОФ6.5-
0.15, БрОЦ4-3





















Сталь 02Н18К9М5Т (ЭП637А; 
ВКС-210), 03Н18К8М5Т 
(ВКС-170; ЭК21)
5,4274 3,5531 1,5275 1,0000 0,6547 1,02830 0,64307
Сталь 14ХГН 5,8564 3,8339 1,5275 1,0000 0,6547 1,02830 0,64307
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Прикладная механика
 В таблице 1 показаны значения чисто упругих и 
термоупругих скоростей распространения тепловых 
и механических волн для известных эксперименталь-
ных данных. В пятой и шестой колонках приведен-
ные скорости фронтов тепловой и механической волн. 
Сравнивая приведенные чисто упругие скорости с 
полученными термоупругими скоростями, видим, что 
одна волна становится количественно больше, а дру-
гая – меньше, то есть происходит процесс диссипации 
скоростей обеих волн. 
Выводы
Получена система уравнений в напряжениях, опи-
сывающая движение тепловых и механических волн в 
однородном полупространстве. Полученная система 
уравнений приведена к виду волновых уравнений с 
помощью ортогональных преобразований. Получены 
функции, описывающие движение фронтов тепловых 
и механических волн. Найдены скорости движения 
этих волн, которые под влиянием друг друга имеют 
уже другие числовые характеристики по сравнению 
с аналогичными скоростями чисто упругих волн (без 
учета влияния температуры).
Для решения поставленной задачи применен метод 
асимптотико-группового анализа. 
Проведен количественный анализ для скоростей 
движения фронтов волн в различных термоупругих 
средах. Числовые значения скоростей волновых и те-
пловых волн необходимы для изучения поведения тер-
моупругих сред при внезапном воздействии на грани-
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